



(1) Due dadi, uno rosso e uno blu, vengono lanciati simultaneamente per 3 volte. Si considerino le seguenti
variabili aleatorie:
• X = Numero di volte in cui un dado ha dato come risultato 1 o 6;
• Y = Numero di lanci in cui il dado rosso ha dato risultato minore o uguale a 3;
• Z = Numero di lanci in cui la somma dei dadi ha dato 7.
(a) Determinare la densità delle variabili X, Y e Z;
(b) Stabilire se X ed Y sono indipendenti;
(c) Stabilire se Y e Z sono indipendenti;
(d) Stabilire se X e Z sono indipendenti.
(2) Sia X una variabile continua uniforme nell'intervallo [0, 2]. Si consideri la variabile Y = 1X+1 .
(a) Determinare P (Y < 12 ).
(b) Determinare la funzione di ripartizione di Y ;
(c) Determinare la densità di Y .
(3) In un'indagine statistica su 100 studenti sulle ore di studio giornaliere dedicate alla preparazione
dell'esame di CPS si sono ottenuti i seguenti risultati:






(a) Determinare la media e la varianza campionaria;
(b) Determinare l'intervallo di conﬁdenza al 95% per il numero medio di ore dedicate alla preparazione
dell'esame di CPS da tutti gli studenti (si ricorda il valore z0.95 = 1.96).
28/06/2011
(1) Dieci centralini ricevono ciascuno un numero di telefonate al minuto avente densità di Poisson di
media 2.
(a) Qual è la probabilità che il primo di questi centralini riceva almeno 3 telefonate in un minuto?
La variabile X1 =numero di telefonate al primo centralino ha densità di Poisson di parametro
2. Si ha quindi













(b) Qual è la probabilità che almeno tre di questi centralini ricevano 3 o più telefonate ciascuno in
un minuto?
1
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La variabile Z =numero di centralini che ricevono almeno 3 telefonate è una variabile binomiale
B(10, p), con p = 0.3233. Si ha quindi
P (Z ≥ 3) = 1− P (Z = 0)− P (Z = 1)− P (Z = 2)







(c) Sapendo che esattamente 5 centralini hanno ricevuto 3 o più telefonate, qual è la probabilità che
esattamente 2 dei primi 4 abbiano ricevuto 3 o più telefonate?
Possiamo risolvere questo quesito con l'ausilio di una variabile ipergeometrica. Pensiamo ai
10 centralini come 10 palline, di cui 5 rosse (corrispondenti ai centralini che hanno ricevuto
almeno 3 telefonate) e 5 bianche (i rimanenti). Peschiamo 4 palline senza rimpiazzo (i primi 4












Si poteva comunque rispondere a questa domanda anche utilizzando la probabilità condizionale
(e la formula di Bayes).
(2) Siano X ed Y due variabili aleatorie deﬁnite sullo stesso spazio di probabilità la cui densità congiunta


























(a) Determinare P (X + Y ≥ 6).
Si vede facilmente che X + Y ≥ 6 nei 3 casi (4,0), (4,2) e (6,2). Si ha quindi












(b) Determinare le densità marginali di X ed Y ;




4 se k = 3, 4;
1






6 se k = −1;
1
3 se k = 0;
1
2 se k = 2;
0 altrimenti
(c) Stabilire se X ed Y sono indipendenti;
Si vede facilmente che la densita congiunta p(x, y) è uguale al prodotto delle marginali pX(x) ·
pY (y) PER OGNI coppia di valori x ed y e quindi le variabili X ed Y sono indipendenti.
ESAMI DI CPS A.A. 2010/2011 3
(d) Determinare la media di X + Y .
Calcoliamo la media di X e di Y utilizzando le densità marginali. Abbiamo
E[X] = 3 · 1
4
+ 4 · 1
4






E[Y ] = −11
6
+ 0 · 1
3










(e) Determinare la varianza di X − Y .
Siccome X e −Y sono indipendenti abbiamo
Var(X − Y ) = Var(X) + Var(−Y ) = Var(X) + (−1)2Var(Y ) = Var(X) + Var(Y ).
Calcoliamo le medie dei quadrati per poter determinare le varianza di X ed Y . Abbiamo




















Di conseguenza Var(X) = E[X2]−E[X]2 = 974 − 36116 = 2716 e Var(Y ) = E[Y 2]−E[Y ]2 = 136 − 2536 =
53
36 . Concludiamo che






(3) Sia X una variabile continua uniforme nell'intervallo [0, 1].
(a) Determinare E[X2] e E[X4].

























In alternativa si poteva determinare la densità di X2 e di X4, ma sarebbe stato più complesso.
Ad esempio ricordando quanto fatto in aula per calcolare la densità di una variabile trasformata
abbiamo che la densità di X2 è fX2(t) =
1
2 t

























(b) Siano X1, . . . , X100 variabili continue uniformi nell'intervallo [0, 1] indipendenti. Determinare
P (X21 + · · ·+X2100 > 25)
Determiniamo la varianza delle variabili X2i . Abbiamo
Var(X2i ) = E[X
4
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La variabile S100 = X
2
1 + · · · + X2100, per il teorema limite centrale, è approssimata da una
variabile normale di media 100 · 13 = 33.33 e varianza 100 · 445 = 8.88. Abbiamo quindi
P (X21 + · · ·+X2100 > 25) = P (ζ0 >
25− 33.33√
8.88
) = P (ζ0 > −2.79) = 0.997.
19/07/2011
(1) Sia X la variabile aleatoria data dal numero di lanci di una moneta necessari per ottenere testa 2
volte. Si denoti con p la densità di X.
(a) Determinare p(1), p(2) e p(3);
(b) determinare p(k) per ogni k > 0;




(a) Evidentemente p(1) = 0 in quanto non possiamo ottenere 2 teste con 1 lancio. p(2) = 1/4 in
quanto la probabilità di ottenere 2 teste su 2 lanci è 1/4. Riguardo p(3), ci sono 2 modi in
cui otteniamo testa per la seconda volta al terzo lancio (TCT e CTT) sugli 8 possibili e quindi
p(3) = 2/8 = 1/4.
(b) Sia Y la variabile numero di teste nei primi k − 1 lanci e Z la variabile B(1, 1/2) che fa 1 se il
k-esimo lancio dà testa. Si ha
{X = k} = {Y = 1} ∩ {Z = 1}.
Si ha chiaramente che Y è binomiale B(k − 1, 1/2) e che Y e Z sono indipendenti. Abbiamo
quindi
p(k) = P (X = k) = P (Y = 1) · P (Z = 1) = (k − 1)(1/2)k−1 · (1/2) = (k − 1)(1/2)k.
(c) Se denotiamo con X1 il numero di lanci necessari per ottenere la prima testa e e con X2 il numero
di lanci necessari per ottenere la seconda testa dopo aver ottenuto la prima, abbiamo chiaramente
X = X1 +X2 e che le due variabili X1 e X2 sono geometriche modiﬁcate di parametro 1/2.
(d) Si ha E[X] = E[X1] + E[X2] = 11/2 +
1
1/2 = 4.
(2) Un impianto d'allarme dà falsi allarmi in intervalli di tempo che seguono una legge esponenziale di
media 1 anno.
(a) Calcolare la probabilità che nel prossimo anno ci sia qualche falso allarme;
(b) sapendo che in un anno ci sono stati 2 falsi allarmi, qual è la probabilità che nell'anno successivo
ci sia almeno un falso allarme?
(c) Due case montano questo impianto d'allarme. Qual è la probabilità che almeno 1 dia un falso
allarme nei prossimi 6 mesi? E tutti e 2?
Soluzione.
(a) Sia T la variabile tempo necessario (in anni) per avere un falso allarme. (Siccome la variabile T
soddisfa la proprietà di mancanza di memoria non è necessario speciﬁcare l'istante iniziale). Per
ipotesi la variabile T è esponenziale di parametro λ = 1 e quindi la sua funzione di ripartizione
è data da F (t) = 1− e−t. Sia A l'evento A = { Si veriﬁca almeno un falso allarme nel prossimo
anno }. Si ha chiaramente A = {T ≤ 1} e quindi
P (A) = P (T ≤ 1) = F (1) = 1− e−1 = 0.632.
(b) Per la mancanza di memoria della variabile esponenziale questa probabilità è uguale a quella
calcolata nel punto (a).
ESAMI DI CPS A.A. 2010/2011 5
(c) Siano T1 e T2 le variabili tempo necessario (in anni) per avere un falso allarme delle 2 abitazioni.
Possiamo a questo punto ricordare che min(T1, T2) è ancora esponenziale di parametro 1+1=2 e
quindi
P (min(T1, T2) <
1
2
) = 1− e−2 12 = 0.632.
Riguardo il massimo possiamo ricordare la formula da lezione oppure ricavarcela osservando che
P (max(T1, T2) <
1
2












) = (1− e− 12 )2 = 0.159.
(3) Si vuole fare un test per capire se un nuovo medicinale sia eﬃcace in almeno il 70% dei casi. Provando
tale medicinale su 78 pazienti determinare in quali casi si accetta l'eﬃcacia del medicinale con signi-
ﬁcatività al 5% e all'1%.
Soluzione.
Siamo nella tipica situazione in cui è più opportuno eﬀettuare un test ad una coda. Formuliamo quindi
l'ipotesi H0 : µ ≥ 0.70, dove µ è la probabilità che la medicina sia eﬃcace su un paziente scelto a caso.




78 = 0.052. Abbiamo quindi che X¯78 ∼ N(0.7, (0.052)2) e quindi con probabilità
95% avremo
X¯78 > 0.70− 1.64 · 0.052 = 0, 615
e quindi accettiamo l'ipotesi con signiﬁcatività al 5% se il medicinale è eﬃcace su 0, 615 · 78 = 48 pazienti.
Con signiﬁcatività all'1% accetteremo l'ipotesi se il numero di pazienti che hanno avuto giovamento è
almeno 78(0.70− 2.33 · 0.052) = 46.
05/09/2011
(1) In un quiz vengono poste ad un concorrente 5 domande aventi 3 possibili risposte ciascuna. Ogni
volta che commette un errore deve ricominciare daccapo rispondendo alla prima domanda, ﬁnché non
le indovina tutte. Si supponga che il concorrente risponda sempre a caso tenendo a mente però le
risposte già date.
(a) Qual è il numero massimo e il numero minimo di domande che possono essere fatte?
(b) Detta Xi la variabile numero di errori alla domanda i, determinare la densità delle variabili Xi;
(c) esprimere la variabile Y = numero totale di domande eﬀettuate in funzione delle Xi;
(d) determinare la media e la varianza della variabile Y ;
(a) Il numero minimo di domande è 5 (caso in cui vengono indovinate tutte subito). Il numero
massimo si ottiene considerando il caso in cui ogni domanda viene sbagliata 2 volte prima di essere
indovinata. In questo caso ognuno dei 2 errori alla domanda i viene preceduto necessariamente da
i−1 domande indovinate e quindi in tutto abbiamo 1+1+2+2+3+3+4+4+5+5+5=35 domande,
dove l'ultimo 5 rappresenta l'ultima sequenze di 5 domande indovinate.
(b) Le variabili Xi possono assumere i valori 0,1,2. Xi = 0 corrisponde al caso in cui si risponde
correttamente alla domanda i al primo tentativo, e quindi P (Xi = 0) = 1/3. Xi = 1 cor-
risponde al caso in cui si risponde correttamente alla domanda i al secondo tentativo. In questo
caso si ha P (Xi = 1) = P (sbaglio al primo tentativo e indovino al secondo) = P (sbaglio al
primo)P ( indovino al secondo | sbaglio al primo) = 23
1
2 = 1/3. Per complementarità abbiamo
anche P (Xi = 2) = 1/3 e quindi concludiamo che le variabili Xi sono tutte variabili uniformi
sull'insieme {0, 1, 2}. (Che legame c'è secondo te con una variabile successo-insuccesso senza
rimpiazzo?)
(c) Come già osservato al punto (a) un errore alla domanda i comporta la formulazione di i − 1
domande indovinate che precedono l'errore stesso, a cui bisogna aggiungere le ultime 5 domande
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che vengono senz'altro indovinate. Abbiamo quindi





E[Y ] = 5 +
∑
iE[Xi] = 5 +
∑
i = 20.
Si ottiene facilmente V ar(Xi) = 2/3 e quindi
Var(Y ) = Var(5) +
5∑
i=1









 0 t ≤ 1at2 + 3t+ 3a 1 < t ≤ 3
0 t > 3
F (t) =
 0 t ≤ 1bt3 − 6bt2 + 9bt+ 1 1 < t ≤ 3
1 t > 3
(a) Determinare, se esistono, valori dei parametri a e b in modo che f(t) e F (t) siano rispettivamente
densità e funzione di ripartizione di una variabile continua X;
(b) determinare in tal caso E[X] e P (X > 2);






















Dovendo essere tale integrale pari ad 1 ne deduciamo che a = − 34 . Per tale valore di a si veriﬁca
che f(t) ≥ 0 per ogni t in quanto, ad esmpio, tra 1 e 3 abbiamo l'equazione di una parabola con
concavità verso il basso che si annulla agli estremi.






























2− 1 = 0.5
(3) In un gioco vince che ottiene il punteggio più alto sommando i valori ottenuti in 100 lanci di un dado.
(a) Se il nostro avversario ha ottenuto 360 punti che probabilità abbiamo di vincere la partita?
(b) Giocando 5 partite qual è la probabilità di ottenere più di 360 punti esattamente due volte?
(a) Sia Xi = risultato dell'i-esimo lancio. Si ha E[Xi] = 7/2 e E[X2i ] =
1
6 (1 + 4 + 9 + 16 +
25 + 36) = 91/6 e quindi Var(Xi) = E[X2i ] − E[Xi]2 = 916 − 494 = 3512 . Se poniamo quindi
S100 = X1 + X − 2 + · · · + X100 sappiamo che S100 è approssimativamente normale di media
100 · 72 = 354 e varianza 100 · 3512 = 291, 7. Eﬀettuando una correzione di continuità abbiamo
quindi
P (S100 > 360) = P (ζ0 >
360.5− 350√
291, 7
) = P (ζ0 > 0.61) = 1− P (ζ0 < 0.61) = 1− 0.7257 = 0.2743
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(b) In ogni partita abbiamo probabilità 0.27 di ottenere più di 360 punti, indipendentemente l'una
dall'altra. Il numero di volte che si ottengono più di 360 punti è quindi una variabile binomiale




(0.27)2(0.73)3 = 0, 283.
26/09/2011
(1) Dopo aver mescolato un mazzo di 40 carte Arturo scopre una carta per volta ﬁnché non compare
l'asso di denari. Basilio mescola un altro mazzo di carte e e scopre una carta. Se non è l'asso di
denati rimischia tutte le carte e ne riscopre una. Ripete l'operazione ﬁnché non trova l'asso di denari.
Siano X ed Y le variabili "numero di carte scoperte da Arturo e Basilio" rispettivamente.
(a) Determinare le densità delle variabili X ed Y ;
(b) Determinare la media di X ed Y ;
(c) Determinare la funzione di ripartizione di max(X,Y ).
Soluzione. (a) nel caso di Arturo abbiamo evidentemente che la probabilità che l'asso di denari sia
la i-esima carta è 140 dato che le carte sono state mischiate uniformemente. Abbiamo quindi che la




40 se i = 1, 2, . . . , 40
0 altrimenti.
La variabile Y è un tempo di primo successo in uno schema successo-insuccesso con ripetizione.
Quindi Y ha densità geometrica modiﬁcata di parametro 140 (probabilità di avere un successo al








i−1 se i = 1, 2, . . . ,
0 altrimenti.







(1 + 2 + · · ·+ 40) = 20.5;
La media di una variabile geometrica modiﬁcata di parametro p à data da 1/p e quindi in questo caso
abbiamo E[Y ] = 40.





40 se i = 1, 2, . . . , 40
1 se k > 40
e





Sfruttando il fatto che X ed Y sono chiaramente indipendenti abbiamo
FZ(k) = P (max(X,Y ) ≤ k)










) se i = 1, 2, . . . , 40
1− ( 3940)k se k > 40
(2) Un vulcano ha 2 crateri. Essi hanno un tempo di rottura, con conseguente eruzione, di densità
esponenziale di media 50 e 100 anni rispettivamente, indipendenti l'uno dall'altro.
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(a) Determinare la densità della variabile "tempo di eruzione del vulcano";
(b) Determinare la probabilità che ci sia (almeno) un'eruzione nei prossimi 100 anni;
(c) Determinare la probabilità che entrambi i crateri diano origine ad almeno una eruzione nei
prossimi 70 anni.
Soluzione. (a) Siano X ed Y le variabili tempo di eruzione dei due vulcani. Per ipotesi quindi X
ha densità esponenziale di parametro 150 e Y ha densità esponenziale di parametro
1
100 . La variabile
tempo di eruzione del vulcano è data da Z = min(X,Y ). Ricordando (o rifacendo) l'esempio visto
in classe (vedi anche il libro a pagina 96) concludiamo che Z ha densità esponenziale di parametro
1/50 + 1/100 = 3/100.
(b) Bisogna calcolare P (Z ≤ 100) = FZ(100) = 1− e− 3100 100 = 1− e−3 = 0.95. (c) In questo caso
bisogna considerare la variabile max(X,Y ) e calcolare
P (max(X,Y ) ≤ 70).
Si ha P (max(X,Y ) ≤ 70) = P (X ≤ 70)P (Y ≤ 70) = (1− e− 150 70)(1− e− 1100 70) = 0.379
(3) Siano X1, . . . , X100 variabili indipendenti uniformi su {1, 2, 3, 4, 5, 6} e Y1, . . . , Y100 variabili indipen-
denti uniformi sull'intervallo [1, 6]. Poniamo X = X1 + · · ·+X100 e Y = Y1 + · · ·Y100.
(a) Determinare la media e la varianza di X e di Y
(b) Determinare P (Y > 370);
(c) Determinare P (X > 370).
Soluzione. La media delle Xi è E[Xi] = 16 (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) =
7
2 . La media delle Yi è il punto
medio dell'intervallo [1, 6] e quindi è sempre 72 . Per calcolare la varianza delle Xi determiniamo la




6 (1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36) = 91/6 e quindi
Var(Xi) = E[X
2












La varianza di una variabile uniforme nell'intervallo [a, b] è data da (b−a)
2
12 e quindi nel nostro caso
abbiamo Var(Yi) = 2512 . Abbiamo quindi E[X] = 100 · E[X1] = 350, E[Y ] = 100 · E[Y1] = 350,
Var(X) = 100 ·Var(X1) = 8753 , Var(Y ) = 100 ·Var(Y1) = 6253 .
(b)Per il teorema limite centrale abbiamo Y ∼ N(350, 6253 ) e quindi
P (Y > 370) = P (ζ0 >
370− 350√
625/3
) = P (ζ0 > 1.38) = 1− Φ(1.38) = 1− 0.916 = 0.084.
(c) Similmente abbiamo X ∼ N(350, 8753 ) e facendo la correzione di continuità visto che X è una
variabile discreta abbiamo
P (X > 370) = P (ζ0 >
370.5− 350√
875/3
) = P (ζ0 > 1.20) = 1− Φ(1.20) = 1− 0.885 = 0.115.
17/01/2012
(1) Abbiamo un dado e un sacchetto contenente 4 palline blu e 2 rosse. Lanciamo il dado e denotiamo
con X il risultato. Poi peschiamo X palline dal sacchetto e denotiamo con Y il numero di palline
rosse estratte.
(a) Determinare la densità di X;
(b) Calcolare P (Y = 1|X = 3);
(c) Determinare la densità di Y ;
(d) Stabilire se X ed Y sono indipendenti;
(e) Sapendo di aver pescato entrambe le palline rosse determinare la probabilità di aver ottenuto 5
nel lancio del dado.
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(2) Si consideri la seguente funzione
f(t) =
 t se 0 ≤ t < 12− t se 1 ≤ t < 2
0 altrimenti
(a) Veriﬁcare che f(t) è la densità di una variabile aleatoria continua X.
(b) Deteminare la funzione di ripartizione di X.
(c) Sapendo che X è la variabile somma di 2 variabili indipendenti uniformi nell'intervallo [0, 1],
determinare qual è la probabilità che la somma di due numeri casuali compresi tra 0 e 1 sia
maggiore di 1.5.
(3) In un chiosco per piadine un sacco di farina dura mediamente 3 giorni con uno scarto quadratico
medio di 6 ore.
(a) Quanto dura mediamente una fornitura di 100 sacchi di farina? Con quale varianza?
(b) Con quale probabilità una fornitura di 120 sacchi di farina può bastare per un anno di attività?
20/02/2012
(1) Lanciamo un dado e una moneta simultaneamente per 3 volte. Denotiamo con X la variabile aleatoria
che conta il numero di teste uscite e Y la variabile aleatoria che conta il numero di volte che il dado
ha dato come risultato 1 o 3.
(a) Determinare le densità delle variabili X ed Y ;
(b) Determinare la funzione di ripartizione di Z = max(X,Y ).
(c) Determinare la media e la varianza di X + Y .
(d) Determinare P (X + Y = 5).
(2) Si considerino le seguenti variabili aleatorie indipendenti: X, di densità esponenziale di media 1, ed
Y , di densità uniforme nell'intervallo [0, 2].
(a) Determinare P (X > 1) e P (Y > 1);
(b) Determinare la probabilità che la variabile min(X,Y ) sia maggiore di 1;
(c) Determinare la probabilità che la variabile max(X,Y ) sia maggiore di 2.
(3) Si vuole stimare la media dei voti verbalizzati all'esame di CPS. Si sa che su un campione di 50
studenti il voto medio è stato 24 con uno scarto quadratico medio di 2.
(a) Determinare l'intervallo di conﬁdenza al 95% (si ricorca z0.95 = 1.96 ;
(b) Supponendo sempre una media di 24 e uno scarto quadratico medio di 2, quanti studenti deve
contenere il campione per ottenere come intervallo di conﬁdenza al 95% l'intervallo [23.9, 24.1]?
Soluzione (1) (a) X ha densità binomiale B(3, 12 ) mentre Y ha densità binomiale B(3,
1




8 se k = 0, 3
3






27 se k = 0
12
27 se k = 1
6
27 se k = 2
1
27 se k = 3
0 altrimenti
(b) P (Z ≤ 0) = P (X ≤ 0)P (Y ≤ 0) = 127 ;
P (Z ≤ 1) = P (X ≤ 1)P (Y ≤ 1) = 12 · 2027 = 1027 ;
P (Z ≤ 2) = P (X ≤ 2)P (Y ≤ 2) = 78 · 2627 = 91108 ;
P (Z ≤ 3) = P (X ≤ 3)P (Y ≤ 3) = 1.
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(c)E[X + Y ] = E[X] + E[Y ] = 32 + 1 = 2.5;





(d) P (X + Y = 5) = P (X = 2)P (Y = 3) + P (X = 3)P (Y = 2) = 124 .
(2) (a) La funzione di ripartizione di X è 1− e−t per t > 0 e quindi
P (X > 1) = e−1 = 0.37
Mentre P (X > 1) è chiaramente 0.5
(b) E' semplicemente il prodotto 0.5 · 0.37 = 0, 19
(c) E' data dalla probabilitÃ che X sia maggiore di 2 dato che Y non lo puó esserlo e quindi abbiamo
e−2 = 0.13
(3) (a)L'intervallo di conﬁdenza ha centro 24 e semiampiezza 1.96 ∗ 2/√50 = 0.55. Possiamo quindi
concludere che l'intercallo di conﬁdenza al 95% per la media dei voti è [23.45, 24.55].
(b) Per ottenere una semiampiezza pari a 0.1 dobbiamo imporre
1.96 · 2/√n = 0.1
da cui ricaviamo che n deve essere almeno 1536. Per avere un'ottima precisione nella stima abbiamo quindi
bisogno di un campione molto numeroso.
